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RESUMO 
O presente trabalho de conclusão de curso teve por propósito realizar um estudo 
bibliográfico e qualitativo referente aos fatos históricos na construção de conceitos 
matemáticos relacionados a alguns números irracionais que são muito utilizados na 
Matemática. A escolha por estudar esses fatos históricos se deve ao fato de a maior 
parte dos conhecimentos matemáticos existentes atualmente terem sido desenvolvidos 
por vários matemáticos e em momentos distintos da história da humanidade, sendo que 
muitas das vezes estes matemáticos investigaram o mesmo objeto em diferentes 
localidades. A presente pesquisa, de conclusão de curso, pautou-se num estudo de 
caráter bibliográfico a respeito dos números PI (π), número de ouro (𝜱) e o número de 
Euler (e). A fim de facilitar o entendimento também foi colocado em pauta um breve 
estudo referente ao conjunto dos números reais e sequências e séries dos números reais, 
mencionado as propriedades, definições, algumas aplicações e exemplos. O principal 
objetivo deste trabalho é apresentar os principais fatores históricos, as definições e 
propriedades relacionadas aos números irracionais π, Ф e e. Além disso, mostrar pelo 
menos um método para as aproximações desses números. Esses números são inseridos 
muitas vezes em livros ou nas aulas dos professores de Matemática sem nenhuma 
contextualização histórica, mas neste trabalho foi possível constatar que eles foram 
estudados por diversos matemáticos no decorrer do tempo e, por isso, existem 
atualmente muitas curiosidades e propriedades a respeito deles. Além disso, observa-se 
que existem diferentes maneiras de se encontrar aproximações para esses números 
irracionais. 
Palavras-chave: Número PI, Número de ouro, Número de Euler.  
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INTRODUÇÃO 
Este Trabalho de Conclusão de Curso (TCC) traz um estudo a respeito dos 
números PI, número de ouro e número de Euler com ênfase aos fatores históricos 
relacionados a eles. Normalmente na Educação Básica os educadores não mencionam os 
fatores históricos da Matemática isto é, aplicam apenas o conteúdo em si. Muitos desses 
educadores utilizam a metodologia tradicional no Ensino de Matemática. Normalmente 
consideram a simples repetição mecânica de atividades e exercícios para frisar 
conceitos, assim, não enfatizam que os conhecimentos matemáticos vêm sendo 
construídos ao longo dos anos desde a antiguidade.  
No Ensino Superior, em especial no curso de Licenciatura em Matemática, os 
docentes de algumas disciplinas tratam a Matemática de forma totalmente diferente, por 
exemplo; a disciplina de história da Matemática, é fundamental para uma boa formação 
do acadêmico, visto que, ao estudá-la conseguimos observar a importância de 
conhecermos um pouco da evolução da Matemática, e através dela é possível 
observarmos que não chegamos aos conhecimentos matemáticos por mero acaso, mas 
têm todo um desenvolvimento dos conceitos e teorias existentes, muitas com a 
contribuição de vários matemáticos. 
Deste modo, a pesquisa em questão trás alguns números que aparecem em 
muitos contextos matemáticos, no entanto, na maioria das vezes sem nenhuma 
explicação ou contextualização histórica, e até mesmo sem sua conceituação 
matemática, o que seria imprescindível para a compreensão do estudante, despertando 
também maior interesse no conteúdo. Esses números são: o número PI (π), o número de 
ouro   e o número de Euler (e). 
O número   é um número que aparece diversas vezes na Matemática, 
geralmente, apresentado como exemplo de um número irracional e aproximado em 3, 
14. Mas, fora isso, nada mais é dito a respeito desse número. Muitas vezes o   serve 
para simbolizar a Matemática, mas não se conhece a sua história nem mesmo suas 
propriedades. 
Outro número irracional bem interessante, que aparece no estudo do Cálculo 
Diferencial e Integral, é o número de Euler, simbolizado por e. Este número é assim 
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denominado em homenagem ao matemático suíço Leonhard Paul Euler, além disso 
constitui-se como base para os logaritmos naturais. Ele também pode ser chamado de 
número de Napier, número neperiano, número exponencial, etc.  
Ainda existe um número irracional notável e que surge como uma razão em 
várias construções e também na natureza, como por exemplo, nas pirâmides de Gizé e 
no Nautilus marinho, que é um molusco que possui uma concha de estrutura espiralada. 
Esse número, representado pela letra  Ф (phi), é chamado de número de ouro e é 
associado à beleza, também é conhecido como proporção divina.  
Embora pouco apresentado no Ensino Básico, atualmente existem diversos 
estudos explorando a história, definições e propriedades dos números PI, número de 
Euller e do número de ouro. 
O número π pode ser definido através de qualquer circunferência considerando 
simplesmente a razão de seu perímetro pelo seu diâmetro, o valor encontrado denomina 
π. Segundo Bastos e Silva (1999, p.46), “no espaço euclidiano existe ainda outra 
definição muito simples de π: a razão entre a área de um determinado círculo e o 
quadrado do seu raio é constante e igual a π”.  
Embora, atualmente, conhecemos muito bem o número π, na antiguidade não foi 
assim, foram necessários muitos estudos e muitos matemáticos se debruçarem para 
estudá-lo e assim conhecermos o mesmo da forma que conhecemos hoje. Sendo assim, 
surgem os seguintes questionamentos: qual a melhor definição para esse número 
irracional? Ele sempre foi conhecido como um número irracional? Quantas casas 
decimais do π existe publicada? 
O número de ouro, Ф, é considerado na Matemática como o número da 
perfeição, conforme, Huntley (1985 p.36):  
Tomemos uma linha AB de comprimento 1, dividida em dois seguimentos 
pelo ponto C. Tomemos a e b como comprimentos de AC e CB, 
respectivamente. Se C é um ponto tal que 1/a assim como a/b, C é a “secção 
áurea” ou divisão áurea de AB. 
E alguns matemáticos afirmaram que este número possui característica divina. 
Contador (2011, p. 19) nos afirma que: 
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De qualquer forma ele foi descoberto, sua presença é marcante não só nos 
vegetais, mas nos seres vivos em geral, inclusive no homem, nos cristais, na 
Natureza e no próprio cosmos. Depois de sua descoberta, de forma brilhante, 
o homem, através da Álgebra, o equacionou e chegou numa proporção, à qual 
deu o nome de Proporção Áurea, e foi através, principalmente, da Geometria 
que pode vislumbrar as formas perfeitas que a ele estão relacionadas. Foi 
através dele que buscou o entendimento não só da estrutura da Natureza e do 
Universo, mas principalmente, do próprio homem. 
Diante dos fatos surgem algumas inquietações: onde surgiu o número de ouro? 
Este número que leva este nome tão forte também é considerado irracional, se sim por 
quê? Qual é a relação deste número com a natureza? Por qual motivo alguns estudiosos 
o denominam como razão áurea? Qual a principal relevância deste número? 
Já o número e é muito utilizado nos Cálculos Diferencial e Integral, todavia 
podemos encontrá-lo na base do logaritmo natural. 
Normalmente, encontramos o número e nos cálculos Diferencial e Integral, mas 
Maor (2008, p.9) nos trás uma resalva: 
O número e era conhecido pelos matemáticos pelo, menos meio século antes 
da invenção do cálculo (ele já é mencionado na tradução inglesa de Edward 
Wright do trabalho de John Napier sobre logaritmos, publicado em 1618). 
Como foi isso possível? Uma explicação virtual é a de que o número e teria 
aparecido primeiro ligado a uma fórmula para o cálculo de juros compostos. 
 Mediante estas informações, pode-se questionar, qual é a forma mais adequada 
para apresentar este número? Quais os matemáticos que se dedicaram a estudá-lo? 
Quantas casas decimais são conhecidas atualmente? Qual relevância tem o número e 
nos estudos da Matemática? 
Para a condução desta pesquisa, e consequentemente para a construção do texto, 
levando-se em conta os questionamentos levantados, é importante a inserção do 
seguinte questionamento que irá direcionar nosso trabalho: Quais os fatores históricos e 
as possíveis definições e propriedades relacionadas aos números irracionais π, Ф e e? 
Sendo assim, levando-se em conta a pergunta norteadora, levantou-se o seguinte 
objetivo geral: apresentar os principais fatores históricos e as definições e propriedades 
relacionadas aos números irracionais π, Ф e e.   
Diante dessa proposta surgiram os seguintes objetivos específicos: entender os 
conjuntos numéricos (em particular os números irracionais); compreender o conceito de 
sequências de números reais; compreender o conceito de séries de números reais; 
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apresentar as definições dos números π, ф e e; apresentar os fatos históricos da 
descoberta e/ou origem dos números π, ф e o e; mostrar aproximações dos números π, 
ф e e. 
Em conformidade com os objetivos propostos neste trabalho e considerando 
nossa indagação, construímos nossas argumentações através da metodologia 
fundamentada em um estudo qualitativo com caráter exploratório e bibliográfico, 
utilizado livros, revistas, dissertações, teses, artigos, sites, entre outros possíveis em 
nosso trabalho.  
Nesse sentido, a cerca da pesquisa bibliográfica, Gil (2008, p. 9 e 50) ressalta 
que: 
A pesquisa bibliográfica é desenvolvida a partir de material já elaborado, 
constituído principalmente de livros e artigos científicos. Embora em quase 
todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho desta natureza, há 
pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliográficas. 
Parte dos estudos exploratórios pode ser definida como pesquisas 
bibliográficas, assim como certo número de pesquisas desenvolvidas a partir 
da técnica de análise de conteúdo. 
Por outro lado, devemos levar em consideração também que as pesquisas em 
Matemática, em sua maioria, utilizam o raciocínio lógico dedutivo para desenvolver 
suas pesquisas, vejamos o que diz Gil (2008, p. 9 e 50) a esse respeito. 
O método dedutivo, de acordo com a acepção clássica, é o método que parte 
do geral e, a seguir, desce ao particular. Parte de princípios reconhecidos 
como verdadeiros e indiscutíveis e possibilita chegar a conclusões de maneira 
puramente formal, isto é, em virtude unicamente de sua lógica. E o método 
proposto pelos racionalistas (Descartes, Spinoza, Leibniz), segundo os quais 
só a razão é capaz de levar ao conhecimento verdadeiro, que decorre de 
princípios a priori evidentes e irrecusáveis. O protótipo do raciocínio 
dedutivo é o silogismo, que consiste numa construção lógica que, a partir de 
duas preposições chamadas premissas, retira uma terceira, nelas logicamente 
implicadas, denominada conclusão. Seja o exemplo: 
Todo homem é mortal, (premissa maior) 
Pedro é homem, (premissa menor) 
Logo, Pedro é mortal, (conclusão). 
 
Desse modo, muitas propriedades em pesquisas matemáticas são apresentadas 
através de um raciocínio lógico e dedutivo a partir de conceitos e proposições já 
existentes. Isso será utilizado algumas vezes na presente pesquisa, principalmente com o 
objetivo de apresentar as propriedades matemáticas dos números em questão. 
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Com propósito de facilitar a compreensão dos números em questão, no 
primeiro capítulo, apresentam-se as definições e propriedades dos conjuntos numéricos, 
sequências e séries dos números reais. 
O segundo capítulo está divido em três seções, a primeira seção é referente ao 
número PI, na segunda o número de ouro e, finalmente, na terceira será o número de 
Euler, levando-se em consideração alguns fatos históricos e curiosidades envolvendo 
esses números. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
CAPÍTULO I – UM POUCO SOBRE CONJUNTOS NUMÉRICOS, 
SEQUÊNCIAS E SÉRIES DE NÚMEROS REAIS  
 
 Neste capítulo apresentam-se as definições dos conjuntos numéricos e 
sequências e séries dos números reais. 
1.1 Conjuntos numéricos 
Os conjuntos numéricos são muito importantes para a Matemática, sem os 
conjuntos numéricos muitas teorias matemáticas estariam comprometidas. Nessa seção, 
são apresentados os conjuntos numéricos e suas principais propriedades. 
O conjunto dos números Naturais, representado pela letra ℕ, é composto pelos 
números que usamos para contar, ou seja, para descrever quantidades, sendo assim é 
descrito por 
ℕ  {            }.   
Neste conjunto são definidas duas operações fundamentais sendo elas fechadas: 
a adição e a multiplicação, que apresentam as seguintes propriedades:  
 Associativa para adição 
 
                          
para todos a, b, c   ℕ. 
 Comutativa da adição 
              
para todos a, b   ℕ. 
 Elemento neutro da adição 
      
para todo a    ℕ. 
 Associativa da multiplicação  
            
para todos         ℕ.  
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 Comutativa da multiplicação 
      
para todos       ℕ. 
 Elemento neutro da multiplicação  
       
para todo     ℕ. 
 Distributiva da multiplicação relativamente à adição 
             
para todos         ℕ. 
Denomina-se conjunto dos números inteiros, e representa-se pelo símbolo  , o 
conjunto: 
   {                      } 
No conjunto   destacam-se três subconjuntos: 
    {             }   ℕ, denominado conjunto dos inteiros não negativos; 
    {                }, chamado conjunto dos inteiros não positivos; 
   {                          }, denominado conjunto dos números inteiros 
não nulos. 
No conjunto  , dos números inteiros, também são definidas as operações de 
adição e multiplicação, sendo que as propriedades válidas para ℕ também são válidas 
para   mais as simétricas. 
Denomina-se conjunto dos números racionais e representa-se pelo símbolo ℚ o 
conjunto dos pares ordenados       ou frações 
 
 
, sendo        e        em que se 
aplica as definições: 
1. Igualdade: 
 
 
  
 
 
       
2. Adição: 
 
 
  
 
 
  
      
  
 
3. Multiplicação: 
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 No interior do conjunto dos números racionais distinguimos três subconjuntos: 
 ℚ   Conjunto dos números racionais não negativos. 
 ℚ   Conjunto dos números racionais não positivos. 
 ℚ   Conjunto dos números racionais não nulos. 
Todo número racional 
 
 
 pode ser representado por um número decimal, mas 
existem dois casos distintos nessa representação: o número decimal pode obter uma 
quantidade finita de algarismo, isto é, uma decimal exata, exemplos: 
   
  
   
       
 
 
      
 
 
      
 
 
    
 
    
      ; 
ou o número decimal com quantidade infinita de algarismo, mas com um período após a 
vírgula, é conhecido como uma dizima periódica, observe os exemplos:  
 
 
              
  
  
              
  
  
              
  
  
                
 
 
            . 
As mesmas propriedades válidas para o conjunto dos números naturais são 
válidas também nos racionais, além delas existem outras, descritas abaixo.  
Inverso ou simétrica para a multiplicação, para todo  
 
 
   ℚ e 
 
 
     existe   
 
 
   ℚ  tal que 
 
 
  
 
 
   
Consequentemente, pode-se definir em ℚ , a operação de divisão, estabelecida 
por  
 
 
  
 
 
  
 
 
   
 
 
 para todo  
 
  
   
 
 
 em ℚ  
Com o propósito de definir números irracionais de maneira explicita, segundo 
Ávila (2001) os números decimais que não são finitos nem periódicos são chamados de 
números irracionais e que para construí-los basta usar uma regra de formação que não 
permita o surgimento de período como nos exemplos: 
                            ;                       ; 
                             
Um dos exemplos de número irracional exposto por Ávila (2001) é o número PI 
com suas primeiras trinta casas decimais: 
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Essencialmente, dentro deste conjunto estão contidos, além do número PI (π), o 
número de Euler (e) e o número de ouro (𝜱) sendo esses três números irracionais o foco 
principal deste trabalho.  
A demonstração de que esses números são irracionais extrapola os objetivos 
propostos nesse trabalho, uma vez que requer conceitos matemáticos mais avançados. 
Mas, o leitor poderá encontrar mais detalhes em Oliveira (2013) sobre a irracionalidade 
de   e em Vasconcelos (2013) sobre o número a irracionalidade de  . Para o número de 
ouro, basta observar que é o quociente entre um irracional e um racional, por isso é 
irracional, como pode ser observado na seção 2.2. 
Denomina-se conjunto dos números reais e representa-se com o símbolo ℝ o 
conjunto formado por todos os números com representação decimal, ou seja, as 
decimais exatas ou periódicas que são números racionais, e as decimais não exatas e 
não periódicas que são os números irracionais. Desse modo, todo racional é número 
real, ou seja, ℚ   ℝ. E também os números irracionais estão contidos em ℝ, isto é, 
   ℝ. 
Existem também outros três subconjuntos contidos em ℝ: 
 ℝ   Conjunto dos números reais não negativos; 
 ℝ   Conjunto dos números reais não positivos; 
 ℝ  = Conjunto dos números reais não nulos. 
A respeito da relação dos conjuntos numéricos com o desenvolvimento da 
Matemática, Ávila (2006, p.55), relata que: 
A matemática desenvolveu-se nos tempos modernos (isto é, a partir do século 
XVI), até o início do século XVII, mesmo sem qualquer fundamentação dos 
diferentes sistemas numéricos. Trabalhavam-se livremente com os números 
racionais e irracionais, desenvolvendo todas as suas propriedades, sem que 
houvesse uma teoria embasando esse desenvolvimento. 
Mesmo conseguindo trabalhar livremente, sem embasamento matemático, os 
números racionais e irracionais foram importantes para o desenvolvimento da 
Matemática. 
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São apresentadas, a seguir, algumas propriedades fundamentais satisfeitas pelo 
conjunto dos números reais. Em ℝ estão definidas duas operações chamadas adição e 
multiplicação denotadas por   e   respectivamente e é fechado em relação as operações. 
 A adição é comutativa e associativa, ou seja,        ℝ tem-se 
       ;                          ; 
 O produto é comutativo e associativo,  
     ;               ; 
 O produto é distributivo em relação à adição 
            ; 
 
 Para a adição existe elemento neutro, o zero, tal que 
     ,    ℝ; 
 Qualquer que seja    ℝ existe um simétrico    ℝ tal que, 
             
 Existe o elemento neutro para o produto, ou seja, existe   ℝ com, 
     ,   ; 
 Para todo      em ℝ há um inverso multiplicativo, representado por 
     
 
  
, tal que         . 
Essas propriedades dos números reais são importantes para a definição das 
sequências e séries de números reais. Além disso, serão úteis nos métodos que 
apresentados para aproximações dos números aqui estudados, que são números reais. 
O surgimento dos números aconteceu parcialmente conforme as necessidades da 
humanidade em cada época, para elucidar Roque (2012) menciona que na baixa 
Mesopotâmia surgiu às primeiras formas Matemática decorrente a necessidade de 
registra as quantidades de rebanhos, insumos relacionados à sobrevivência, alem de 
organizar a sociedade. 
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1.2 Sequência e Séries de Números Reais  
 Nessa seção apresenta-se a definição e principais propriedades das sequências e 
séries de números reais. Uma vez que, as mesmas serão utilizadas para a obtenção de 
aproximações dos números apresentados nesta pesquisa. 
 Uma sequência numérica ou sucessão é uma função cujo domínio é conjunto dos 
números naturais e o contradomínio os reais. Segundo Lima (2008, p. 22).  
Uma sequência de números reais é uma função    ℕ  ℝ, que associa a cada 
número natural   um número real   , chamando o   -ésimo número de termo 
da sequência. Escreve-se                 ou       ℕ  ou simplesmente 
    , para indicar a sequência cujo  -ésimo termo é   . 
 
 
Um exemplo simples de sequência é uma progressão geométrica de termos 
infinitos, que associa a casa número   ℕ ao número real   . Se     teríamos a 
seguinte sequência de números reais       ℕ                     . 
Um número real    é o limite da sequência      quando para todo número real 
   , dado arbitrariamente, pode-se encontrar      ℕ de forma que todos os termos 
     com índice       satisfaçam |     |    . O limite da sequência      é 
representado por           .  
Simbolicamente: 
                            ℕ         |      |         
A expressão          , também pode ser escrita 
       ℕ                ou       
a expressão lê-se    tende para a ou “converge” para a se uma sequência possui limite 
diz-se que ela é convergente, caso contrário, ela é chamada de divergente.  
Um exemplo de sequência convergente, é a sequência    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      cujo n-
ésimo termo é    
 
   
. Não é difícil notar que       
 
   
  . 
Além das sequências, outro conceito importante para este trabalho é o de séries 
numéricas. Ao se mencionar séries, em Matemática normalmente lembramo-nos do 
símbolo da somatória, mas o que é uma série? Conforme Lima (2008) “uma série é uma 
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soma                 com um número infinito de parcelas. Para que isto 
faça sentido, poremos                     como todo limite, este pode existir ou 
não. Por isso há séries convergentes e séries divergentes”.  
Uma série de termo geral    é representada pelo símbolo ∑  , isto é, 
∑                   . 
Considere a sequência    de números reais, a partir dela pode-se formar uma 
nova sequência       da seguinte maneira: 
                                       
e assim por adiante. 
 A sequência de elementos    é denominada reduzidas ou somas parciais da série 
∑  . O elemento    é o n-ésimo termo ou termo geral da série. 
 Caso existir o limite               diz-se que a série ∑   é convergente e 
   ∑                    
será chamada de soma da série. Se       não existir, diz-se que ∑   é uma série 
divergente. 
Observe por exemplo a série: 
 ∑
 
      
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
   
cujo termo geral é:    
 
      
 
 
 
 
 
   
 
ela terá n-ésima soma parcial    (   
 
 
 )   (
 
 
  
 
 
 )   (
 
 
  
 
   
 )     
 
   
 . 
Sendo assim,                
 
   
   , isto é, ∑
 
       
   . 
Logo, ∑
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
   será convergente. 
  
CAPÍTULO II – HISTÓRIA E CURIOSIDADES DO NÚMERO PI, NÚMERO 
DE OURO E DO NÚMERO DE EULER  
 
 Neste capítulo aborda-se um pouco sobre a história e curiosidades dos números 
PI, número de ouro e número de Euler.  
2.1 O número PI 
Conhecido da humanidade a mais de vinte séculos o PI é representado pela letra 
grega “π” e é obtido através da razão do comprimento de uma circunferência por seu 
diâmetro, como demonstrado graficamente na figura 1. 
 
 
Figura1: Representação gráfica de aproximação de PI 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
Existem obras confirmando a existência de PI ainda antes de Cristo. Segundo, 
Guzzo (2010), 
O número “PI” ficou conhecido da humanidade ainda antes de Cristo. É 
difícil dizer com precisão quando foi concebido, mas desde muito cedo, o 
homem percebeu que dividindo o comprimento de uma circunferência 
qualquer pelo seu diâmetro, resultava sempre um mesmo valor. A primeira 
menção deste fato é feita por volta do ano 2000 a.C. Isto é o que revela o 
papiro de Rhind, um documento egípcio descoberto em 1855. O símbolo 
atual que designa o número “PI” é a letra grega π, que foi utilizada pela 
primeira vez em 1707 por Willian Jones, mas só foi amplamente aceita 
quando usada por Euler em 1737. 
Sendo assim, é compreendido que quando se divide o comprimento de uma 
circunferência qualquer pelo seu diâmetro, resulta sempre no mesmo quociente, isso já 
era conhecido desde dois mil anos antes de Cristo. Esse fato mostra que grande parte 
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dos conhecimentos matemáticos são aperfeiçoados com o passar dos anos juntamente 
com o desenvolvimento da humanidade. 
Por outro lado, o símbolo utilizado atualmente para representar PI, como já 
mencionamos é a letra grega  , essa utilização aconteceu tão somente há 310 anos, ou 
seja, em 1707 quando Wlliam Jones a utilizou, no entanto, só foi aceita quando usada 
por Leonhard Paul Euler trinta anos depois, em 1737. 
Um dos acontecimentos históricos importantes e merecedor de destaque 
referente ao número PI é o ressaltado por Guzzo (2010) ao afirmar que Arquimedes foi 
o primeiro matemático a investigar o número   ainda no ano de 287 a.C. 
A obra “Introdução à história da matemática” de Eves (2004) traz a contribuição 
histórica e relevante de vários matemáticos que trabalharam tentando calcular o valor de 
 , ele menciona que a primeira tentativa científica de calcular o valor de   foi de 
Arquimedes, vejamos o que diz Eves (2004, p. 141) a respeito disso: 
Para simplificar a questão, suponhamos que se tome um círculo de diâmetro 
unitário. Então o cumprimento da circunferência do círculo situa-se entre o 
perímetro de qualquer polígono inscrito e a de qualquer polígono regular 
circunscrito. Uma vez que é uma questão simples de calcular os perímetros 
dos hexágonos regulares inscrito e circunscrito, facilmente obtêm o limite 
para  ...,a partir de um par dado de polígonos regulares inscrito e circunscrito 
como se pode obter o perímetro dos polígonos inscrito e circunscrito com o 
dobro de números de lados. Por aplicações sucessivas desse processo, 
podemos calcular o perímetro dos polígonos regulares inscrito e circunscrito 
de doze, vinte quatro, quarenta e oito e noventa e seis lados e, dessa forma 
obter o limite cada vez mais próximos de  . Foi isso, essencialmente, o que 
fez Arquimedes, chegando a conclusão que   esta entre 223/71 e 22/7 ou 
que, até a segunda casa decimal,   é dado pó 3,14. Esse trabalho se encontra 
num tratado de Arquimedes constituído de três proposições apenas e que se 
intitula A medida de um círculo. Esse tratado não chegou a nós em sua forma 
original e pode tratar-se apenas de um fragmento de uma discussão mais 
ampla. Considerando as limitações enormes do sistema de numeração da 
época, uma conclusão inevitável é que Arquimedes era um exímio calculista.  
A metodologia utilizada foi baseada nos polígonos regulares inscritos e 
circunscritos em uma circunferência, utilizado por Arquimedes de Siracusa, e é 
conhecida como método clássico de cálculo de  . Esse método é muito cansativo e por 
isso, com o passar do tempo, alguns matemáticos se debruçaram em busca de casas 
decimais exatas de   e com essa busca surgiram outros métodos. 
Além de ser matemático, Assis (2008) afirma que Arquimedes foi físico e 
inventor grego filho de Fídias (astrônomo grego), estudou na escola de Matemática de 
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Alexandria, na época era o centro cultural do mundo. O universo conspirava a favor 
dele, ele soube utilizar bem as oportunidades, e assim foi o primeiro a calcular a 
circunferência da terra. 
O matemático Abraham Sharp foi outro matemático a se debruçar na tentativa de 
encontrar o valor de  . Ele foi professor colegial em Liverpool (Inglaterra), contador em 
Londres (Inglaterra), e possuía um amplo conhecimento de Matemática, teve o mérito d 
utilizar novas técnicas conseguidas através de séries de números reais, empregando a 
série de Gregory para     √
 
 
, isso por volta de 1699, ele obteve setenta números para 
representação de casas decimais de  . 
A princípio o feito de Abraham Sharp parece grande, porém essa quantidade 
tornou-se insignificante para demonstração de casas decimais para   pelo fato de dois 
matemáticos japoneses, Kasunori Miyoshi e Kazuhika Nakayama, terem calculado   
exorbitantemente com 2 000 038 algarismos, todavia, é importante destacar que o 
tempo gasto foi de 137,38 horas, contudo foi indispensável utilizar-se de um 
computador FACOM M-200
1
.  
Nos parágrafos que se seguem utilizaremos a série de Gregory para obter 
aproximações de PI. 
A série de Gregory, em sua forma geral, é dada por: 
             
  
 
  
  
 
  
  
 
       
Utilizando a série de Gregory para      alcançamos: 
           
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 
 
   
 
  
    
Mas, sabemos da trigonometria que           
 
 
, sendo assim, nessa última 
igualdade, tem-se: 
                                                          
1
Este era um computador muito grande da Fujitsu, e em 1978 foi tido como o computador topo na série 
FACOM M permitindo configurações de até 4 CPUs na época era o maior e mais rápido computador de 
uso geral do mundo. 
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que é conhecida como série de Gregory-Leibniz. Ao multiplicar ambos os lados da 
igualdade anterior por quatro, tem-se: 
     
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
  
    
logo, 
   ∑       
 
   
 
    
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    
A cada vez que aumentamos o valor de n mais próxima essa série estará de  , ou 
seja, a série apresentada é convergente e converge para o número PI. É apresentada na 
tabela 1, diversas aproximações de   através da série obtida acima. Para obter o valor 
das aproximações exibidas na tabela foi utilizado o Software Excel, uma vez que os 
cálculos são bem longos. 
Apesar de a aproximação ser demorada através dessa série, na construção da 
tabela foi possível observar que a partir de     a parte inteira de   se fixa em 3; a 
partir de      a primeira casa decimal de  , após a vírgula, se fixa em 1; a partir de  
      tem-se duas casas decimais exatas (como se vê na tabela 1) e para        a 
aproximação de  , através da série de Gregory, apresenta três casas decimais exatas, ou 
seja,           . 
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Tabela 1 – Cálculo de aproximações de   
N ∑       
 
   
 
    
       
1 4 
5 3,339 
10 3,041831 
25 3,181576 
50 3,121594 
51 3,161198 
100 3,131592 
101 3,151493 
626 3,143187 
627 3,140000 
1000 3,140592 
10000 3,141492 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
Para abrilhantar este trabalho, Struik (1997, p. 60) afirma que “na maior parte 
das matemáticas babilônicas, a melhor aproximação de   é a bíblica, em que     (1 
Reis    : 23)”.  
Vários autores e professores utilizam o PI como um exemplo de número 
irracional, porém muitos afirmam que esse fato é devido não conseguirmos enxergar 
período em suas casas decimais. Mas esse número possui uma infinidade de casas 
decimais e nem todas são conhecidas, ou seja, um período para PI poderia ter um 
quantidade muito grande de casas decimais, logo essa afirmação não serve para 
comprovar que ele é irracional.  
Nesse sentido, quanto à irracionalidade do número PI Ávila (2001, P.07) 
esclarece que: 
O fato de não vermos período nas aproximações de  , por mais que 
aumentemos essas aproximações, não prova que   seja irracional, pois é 
concebível que o período tenha milhões, bilhões, trilhões de algarismos - ou 
mais! Sabemos que   é irracional porque isto pode ser demonstrado 
rigorosamente, assim como se demonstra que a soma dos ângulos de qualquer 
triângulos é 180º. 
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Vale lembrar que o número   é definido pela razão entre o comprimento de uma 
circunferência e seu diâmetro. Porém, o fato de ser uma razão não faz de   um número 
racional. Para mais detalhes sobre irracionalidade de   o leitor poderá consultar Oliveira 
(2013). 
2.2 Números de ouro 
O número de ouro é um número especial por poder ser encontrado na natureza, 
nas obras de artes, e até mesmo nas pirâmides do Egito construídas ainda anos a. C. 
Desse modo, se observa a existência deste número há vários séculos, ou seja, foi 
descoberto a mais de dois mil anos. Lívio (2011, p.13) nos traz os seguintes relatos 
históricos.  
Menos conhecido que o Pi é outro número, o PHI ( ), que, em muitos 
aspectos, é ainda mais fascinante. Suponha que eu lhe pergunte: o que o 
encantador arranjo de pétalas numa rosa vermelha, o famoso quadro “O 
Sacramento da Última Ceia”, de Salvador Dalí, as magníficas conchas 
espirais de moluscos e a procriação de coelhos têm em comum? É difícil de 
acreditar, mas esses exemplos bem díspares têm em comum certo número, ou 
proporção geométrica, conhecido desde a Antiguidade, um número que no 
século XIX recebeu o título honorífico de “Número Áureo”, “Razão Áurea” e 
“Secção Áurea”. Um livro publicado na Itália no começo do século XVI 
chegou a chamar essa razão de “Proporção Divina”. 
Diversas obras construídas pelos gregos, em tempos antigos, possui 
familiaridade com a razão áurea. De acordo com Biembengut (1996, p.12): 
Muito dos feitos realizados pelos Gregos, tais como: nas esculturas de 
Fhideas; nas obras arquitetônicas; no símbolo da escola pitagórica (V a.C.) 
um pentagrama, na demonstração da beleza do pentagrama, por processos 
geométricos, feita por Euclides (III a.C.), comprovam a familiaridade a 
respeito das Secções Áureas. 
Alguns pesquisadores, entre eles Belini (2015), mencionam o fato histórico 
relacionado a Leonardo Fibonacci, um matemático que estudou o crescimento da 
população de coelhos no ano 1200, no fim da idade média, criador da sequência 
matemática conhecida até hoje como sequência de Fibonacci. A partir da observação da 
procriação de dois coelhos por várias gerações chegou a sequência (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 
21, ...) onde cada termo da sequência é igual à soma dos dois números anteriores, em 
que os dois primeiros termos são iguais a 1. 
Um dos métodos utilizados para se determinar e/ou definir o número de ouro, ou 
como alguns pesquisadores costumam dizer, se chegar ao valor da razão áurea, é através 
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de alguma construção geométrica, aplicada em uma questão do ENADE 2014 na prova 
do curso Licenciatura em Matemática. Esse método está descrito abaixo.  
Para construirmos o número de ouro apenas com o auxílio de uma régua não 
graduada e de um compasso, utiliza-se o seguinte procedimento: dado um 
seguimento AB qualquer, marca-se um ponto médio; constrói-se um 
seguimento BC perpendicular a AB e com a metade do comprimento AB; 
marca-se o ponto E sobre na hipotenusa do triângulo ABC, tal que,   ̅̅ ̅̅  e   ̅̅ ̅̅  
sejam iguais; e determina-se o ponto D no seguimento AB tal que   ̅̅ ̅̅  e   ̅̅ ̅̅  
sejam iguais.  Com esse procedimento, o ponto D estará dividindo o 
seguimento AB na razão áurea.  
A partir da construção geométrica do número de ouro e considerando   como 
comprimento do seguimento AB, faça o que se pede nos itens a seguir, 
apresentando os cálculos utilizados na sua resolução. 
a) Determine o comprimento do seguimento AC em função de  . 
b) Determine o comprimento do seguimento AD em função de  . 
c) Determine o número de ouro dado pelo quociente 
  
  
. (BRASIL, 2014, p. 
10) 
 
Seguindo as orientações dessa questão, chaga-se à razão áurea ou proporção 
Divina, ou seja, ao número de ouro. Para isso, será apresentada abaixo a resolução da 
questão.  
 
 
Figura 2: Representação da construção geométrica do número de ouro               
Fonte: Brasil (2014). 
Para o item a), observando na figura 3 que o triângulo ABC será retângulo com 
hipotenusa igual a AC, pelo teorema de Pitágoras:  
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 √ 
 
 
Para o item b), observa-se no enunciado da questão e na figura 3 que os 
segmentos    e    são iguais e que          
 
 
, calculando    em função de x, 
tem-se 
                
 √ 
 
  
 
 
, assim 
AD = 
  √    
 
 
E por fim, para responder ao item c), ou seja, encontrar o quociente 
  
  
 
encontrando, assim, o número áureo tem-se: 
  
  
  
 
  √    
 
 
  
  
  
  
  √    
 
 
√   
 
Racionalizando, temos: 
  
  
 
 
√   
  
√   
√   
 
√   
 
  
Ou seja,   
√   
 
 é o número de ouro.  
Outra maneira de efetuarmos o cálculo do valor de  é a seguinte: utilizando 
sequência de Fibonacci                          se cria uma nova sequência em 
que cada termo é a razão entre um termo da sequência de Fibonacci e seu antecessor, 
isto é, a sequência:  
(  
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
  
    
Efetuando temos as razões: 
 
 
   
 
 
   
 
 
     
 
 
       
 
 
     
  
 
          
Prosseguindo assim, aproxima-se mais até chegar próximo número   que é o 
limite dessa última sequência obtida através da razão dos termos de Fibonacci.  
Vejamos os termos apresentados acima e mais alguns na tabela 2, para 
aproximar  : 
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                               Tabela 2 – Cálculo de aproximações para o número de ouro ( ) 
N 
Termos de 
Fibonacci (    
    
  
    
1 1 
 
 
   
2 1 
 
 
   
3 2 
 
 
     
4 3 
 
 
        
5 5 
 
 
     
6 8 
  
 
       
7 13 
  
  
          
8 21 
  
  
          
9 34 
  
  
          
10 55 
  
  
          
20 6765 
     
    
             
Fonte: Elaborado pelo autor. 
Dando continuação aos cálculos da tabela acima obtêm-se cada vez mais casas 
decimais exatas para o número de ouro. Deste modo, perante a exposição, o número de 
ouro com sete casas decimais após a vírgula é            . 
2.3 – Número de Euler 
Além do PI e do número de ouro, temos outro número importante, aplicado 
diversas vezes durante o curso Licenciatura em Matemática, o número de Euler, que é 
denotado por e. 
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Regularmente o número e está contido nos cálculos Integral e Diferencial, 
porém, Maor (2008, p.9) diz algo relevante a esse respeito: 
O número e era conhecido pelos matemáticos pelo menos meio século antes 
da invenção do cálculo (ele já é mencionado na tradução inglesa de Edward 
Wright do trabalho de John Napier sobre logaritmos, publicado em 1618). 
Como foi isso possível? Uma explicação virtual é a de que o número e teria 
aparecido primeiro ligado a uma fórmula para o cálculo de juros compostos. 
Por outro lado, o número de Euler surge diversas vezes na Matemática como 
limite de uma sequência isto é: e =       (  
 
 
)
 
. Devemos ressaltar ainda que 
existam relatos históricos de que o número e tenha surgido antes mesmo de existir os 
cálculos Diferencial e Integral. De acordo com, Maor (2008, p. 9).  
Alguém não se sabe quem ou quando — deve ter notado o fato curioso de que 
se um capital Pé composto   vezes por ano, durante   anos, a uma taxa anual 
de juros   e se permitirmos que   aumente sem limites, a soma de dinheiro  , 
obtida a partir da fórmula    
 
 
   , parece aproximar-se de um certo limite. 
O limite, para         e     é aproximadamente 2,718. 
Mesmo Maor não sabendo dizer com precisão o tempo em que o estudioso em 
questão fez esta descoberta, em seu livro “A história de um número” está bem claro que 
pode ter ocorrido à descoberta deste número meio século antes de existir os cálculos. 
Deve-se levar em consideração um fato histórico interessante, o conhecimento 
desse número mesmo antes da invenção dos logaritmos, apesar de não haver ainda 
naquela época uma notação para padronizar, veja o que nos diz Boyer (1996, p. 305). 
De 1727 a 1783 a pena de Euler esteve ocupada aumentando os 
conhecimentos disponíveis em quase todos os ramos da matemática pura e 
aplicada, dos mais elementares aos mais avançados. Além disso, em quase 
tudo, Euler escrevia na linguagem e notação que usamos hoje, pois nenhum 
outro individuo foi tão grandemente responsável pela forma matemática de 
nível universitário de hoje quanto Euler, o construtor da notação mais bem-
sucedida em todos os tempos. Quando chegou a Rússia em 1727 ele havia 
estado ocupado com, experiência sobre disparo de canhões em uma 
exposição manuscrita de seus resultados, escrita provavelmente em 1727 ou 
1728, Euler usava a letra e mais de uma dúzia de vezes para representar a 
base do sistema de logaritmos naturais. O conceito por traz desse número era 
bem conhecido desde a invenção dos logaritmos, mais de um século antes; no 
entanto nenhuma notação padronizada para ele se tornara comum. Numa 
carta a Goldbach em 1731 Euler novamente usou a lera e para “aquele 
número cujo logaritmo hiperbólico = 1”; apareceu impresso pela primeira vez 
na Mechanica de Euler em 1736, livro em que a dinâmica de Newton é 
apresentada pela primeira vez em forma analítica. Essa notação, sugerida 
talvez pela primeira letra da palavra “exponencial” logo tornou-se padrão. 
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Diante do exposto pode-se observar a utilização da letra e por Euler diversas 
vezes na representação da base do sistema dos logaritmos naturais.  
Para aproximar o valor do número de Euler escolheu-se a sequência de números 
reais(  
 
 
)
 
, que pode ser reescrita na forma (
   
 
)
 
, sendo assim basta substituir 
alguns valores para n, de acordo com a tabela 3: 
Tabela 3 – Cálculo de   
N    
 
 
      
1 2 
5 2,48832 
10 2,59374246 
25 2,665836 
50 2,691588 
100 2,704814 
100000 2,718268 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
De acordo a tabela acima, no momento em que         , obteve-se a 
aproximação          com 4 casas decimais exatas. Como o propósito conseguir 
uma aproximação de   com mais casas decimais exatas basta aumentar sucessivamente 
o valor de  . Para a construção da tabela acima, foi utilizado novamente o programa 
Excel. 
 
 
 
 
 
 
  
CONSIDERAÇÕES FINAIS 
No presente trabalho apresentou-se de forma sucinta os conjuntos numéricos e as 
sequências e series dos números reais priorizando os números irracionais a fim de 
facilitar o entendimento do trabalho.  Em seguida, apresentou-se, de forma coesa o 
objetivo geral, que foi apresentar os principais fatores históricos e as definições e 
propriedades relacionadas aos números irracionais π, Ф e e, trazendo um pouco da 
história de como esses números irracionais surgiram na Matemática e também a 
definição e uma aproximação numérica para cada um deles.  
Sendo assim, o trabalho em questão torna-se relevante, uma vez que, através 
dele é possível observar-se que os conhecimentos matemáticos não surgiram do mero 
acaso, mas sim depois de muito empenho, trabalho e estudos de diversos matemáticos. 
É importante ressaltar que, assim como foi dito no decorrer do trabalho, que os 
três números em questão são números irracionais, uma vez que não são números com 
casas decimais exatas ou periódicas, ou seja, não podem ser escrito como uma razão 
entre dois números inteiros. Sendo assim, são possíveis e interessantes novas pesquisas 
investigando esse fato e mostrando matematicamente a irracionalidade desses números, 
uma vez que tais demonstrações extrapolam o objetivo deste trabalho.  
É interessante salientar, que existem, atualmente, diversas formas para o cálculo 
de aproximações dos números em questão, mas com os métodos mostrados nesse 
trabalho obteve-se as seguintes aproximações:        ,             e   
     2. 
 Muitas vezes os números investigados nesse trabalho são apresentados 
simplesmente como números irracionais sem nenhuma contextualização histórica ou 
conceitualização. Nesse sentido, o presente trabalho se torna importante, uma vez que 
apresenta várias citações e fatos históricos relacionados a esses números. 
Portanto, pode-se concluir que o presente trabalho alcançou seus objetivos 
respondendo o seguinte questionamento, quais os fatores históricos e as possíveis 
definições e propriedades relacionadas aos números irracionais π, Ф e e? Uma vez 
que, com relação ao PI, foi apresentado citações de que ele já era conhecido pela 
humanidade antes mesmo de Cristo. Já em relação ao número de ouro, apresentou-se 
34 
 
sua interessante relação com a natureza, e também, que o mesmo já aparecia em obras 
Gregas no século V a.C. E por fim,  com respeito ao número de Euler, foi possível 
observar através dessa pesquisa que o mesmo, apesar de não ser tão antigo quanto os 
outros, já era utilizado por Euler em suas pesquisas por volta de 1736. 
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